1 FORELASNING IV: STOKASTISK VARIABEL

1 Forelasning I'V; Stokastisk variabel

Vi har tidigare skrivit P(1,2,3,4,5) = P(C) f6r sannolikheten for att fa 1,2,3, 4
eller 5 vid ett tarningskast. Vi skall anvénda en variabel, en stokastisk variabel
for att uttrycka en hindelse (méngd). Dessutom skall vi behandla begreppet
(Sannolikhets-)fordelning.

Ex 1 Lat £ vara en stokastisk variabel, som betyder antal tarningségon/poing
pa en vanlig tdrning. £ kan alltsa anta virdena 1,2,3,4,5, eller 6.
Héndelsen A att fa 3 eller 6 kan utryckas (Mer exakt) som

A = {¢ =3 eller 6}.

P.s.s. skriver vi C' = {1,2,3,4,5} = {& < 5} underforstatt att hela utfallsrum-

met Q ={1,2,3,4,5,6}. Motsvarande sannolikhet skrivs P(§ < 5) = %

Definition 1 Givet ett utfallsrum, som antingen #r dndligt (||, ett heltal>
0) eller upprikneligt, Q@ = {z1,x 3, ...}.
En fordelning kan ses som en funktion f(z) := P(§ = z), z € Q. En sadan
funktion kallas frekvensfunktion.

Ex 2 Vilket medelvirde/genomsnitt far man nir man kastar en térning?
Losning
1
Vi far antingen utfallet 1,2,3,4,5 eller 6 med sannolikheten for varje utfall 5
Rimligen &r medelvardet

1+2+3+4+5+6

3.5
6

1
Vi kan se 6= P =uz) for x =1,2,3,4,5,6 och skriva medelvirdet som

> x P =ua).

Medelvirdet, kallas i sannolikhetseorin vantevirde och definieras som nedan for
en stokastisk variabel, £ och &r ett ligesmatt”.

E©):=) a P=2)=p (1)

z€Q

Med beteckningen P(§ = x) = f(z), en frekvensfunktion kan vintevirdet skrivas

E@):=) x-f(z). (2)

e
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Ex 3 Givet en térning dir sannolikheten for att fa en sexa dr dubbelt sa
stor som att fa de 6vriga fem utfallen. Vi infér en stok. variabel n for antal
tédrningspodng. Da &r

1 2
Pln=xzx)= - for x =1,2,3,4,5 och P(n =6) = =
Vad &r véntevirdet E(n)? Vi berdknar det med (2).
6
1-1+2-143-1+4-1+5-146-2 27
E = - P(n= = = — =& 4.
(1) ;r (n=z) - =
Kommentarer

e Man kan se vantevirde som ett viktat medelvéirde.

1.0.1 Varians

Variansen ér ett spridningsmattoch méter spridningen av utfallen runt véntevirdet
E(§) = mu. Det definieras som den kvadratiska medalavvikelsen fran p som

V(€)= (x—p)? P =) 3)

e

Standardavvikelsen definieras som o := \/V.
Ex 4 Berikna variansen for antal poédng av tdrningskast for en symmetrisk
tarning.

Losning

6 35

> (z—7/2)% = 5~ 29

S| =

V(E) =

=1

Motsvarande standardavvikelse definieras som

o=+V(§) = \/im 1.7}.

1.1 Diskret fordelning

En diskret fordelning dr sadan att den stokastisk variabeln antar, antingen bara
ett andligt antal varden eller ett upprdikneligt oandligt antal viarden. Det betyder
att

Q={z1,29,...,2,} eller @ = {z1, 29, ..., 2y, ...}

alla x; olika.
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1.1.1 Hypergeometrisk férdelning

Ex 5 I ett storre lager finns 1000 =: N mobiltelefoner. Man riknar med att
en andel p = 0.40 = 40% av dessa dr defekta. Genom att ta ett stickprov, sidg
50 =: n av dessa och m.h.a. antal defekta i stickprovet fa en uppfattning av
antal defekta bland de N = 1000. Vad dr sannolikheten att antal defekta bland
de n valda ar z = 207

Losning

N
Antal mojliga utfall ar och antal gynnsamma far vi med Multiplikations-
n

principen. Antal defekta &r N - p = 400 och bland dessa viljer vi z. Bland de
korrekta viljer vi saledes n — k ur méngden av korrekta, som &r N(1—p) = 600.
Sokt sannolikhet &r

() (")

()

sa att med de tal som vi har ovan blir sannolikheten att

400\ (600
P(¢ =20) = (20> ~ (80) = 0.117533 ~ 0.118.

P =)=

Kommentarer

e En sadan fordelning kallas hypergeometrisk Hyp(N,n, p). I detta exempel
giiller att & € Hyp(1000, 50, 0.40).

e Vid produktion av storre serier av produkter, sig N = 1000, kontrolleras
i allménhet inte alla utan man gor ett stickprov pa, ex.vis n = 50.
Lat p vara andelen/sannolikheten for att en produkt &r defekt. Sannolik-
heten att P(£ = 0) dr mer allméint, P(§ = x) dr da beroende pa sannolik-
heten p.

1.1.2 Binomialférdelning

Antag att ett forsok bestar av n ”likafordelade” oberoende delforsok med san-
nolikheten for att fa utfall A &r p och saledes 1 — p for att utfallet &r i A°. Vad
ar sannolikheten att fa utfall i A exakt k ganger av n?

Losning
En sekvens med n delférsok kan se ut sa hér
B:=A1NAsNASNAsNAEN...NA,,
dér precis  av héndelserna ér A; och évriga n — x dr A§. P.g.s. av oberoende
ar
P(B)=p*1—-p)""

och B kan bildas pa (Z) olika sitt. Sannolikheten for att fa utfall exakt x

ganger av n som ligger i A &r

P, = (”)pm _pp (1)
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Vi kan infora den stokastisk variabeln & som #r antalet ganger som A intraffar
vid n oberoende forsok.

Ple=a) = (2)ra - o)

Kommentarer

e Hypergeometrisk fordelning handlar om dragning utan aterldggning och
Binomialférdelning handlar om dragning med aterliggning och bada utan
hénsyn till inboérdes ordning.

e Om n < N, spelar dragning med eller utan aterliggning knappast nagon
roll. T det fallet far vi (tumregel n/N < 0.1)

Npy . N(1-p) n

e Lingre ned i texten verifieras att ”totala sannolikheten” i binomialfallet
n

(5)dr1,dvs. Y P(E=x)=1
=0
e Utmaning: Verifiera att

NP) . (N(l—P))

() (v
2

e Binomialférdelning anvénds ndr man gor n identiska och oberoende forsok.
Obs! Det ror sig om dragning med aterldggning.

=1

Ex 6 Man testar 50 identiska produkter dir 40% &r defekta. Berikna san-
nolikheten att exakt 20 &r defekta.

Losning

Det dr en "binomial” situation med £ € Bin(50, 0.40). Sokt sannolikhet &r

P.= <28)0.4020 -0.60%0 = 0.114559 =~ 0.115.

Kommentarer

e Villkoret i tumregeln (6) &r uppfyllt i det forrforra exemplet eftersom
n/N = 50/1000 < 0.1. Det sista exemplet kan se som just binomialap-
proximationen av det forrférra exemplet. Sannolikheten &r ocksa approx-
imativt lika:

0.117533... = 0.114559..
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1.1.3 Poissonfordelning

Typiska héndelser som brukar vara Poissonfordelade &r antal utfall som intréaffar
slumpmaéssigt i tiden under ett givet tidsintervall med en viss intensitet, A.

Definition 2 Om & € Po()\) betyder, per definition, att
)\(E

z”

P=z)=e¢"- rz=0,1,2,.. (7)

Ex 7 Lat den stokastisk variabeln £ var antal inkommande telefonsamtal
som inkommer till en véxel under ett 2 minuter langt tidsintervall. Detta har
en fordelning som oftast kan betraktas som en Poissonférdelning. Vi antar att
sa ar fallet och att forvintat antal inkommande samtal &r 3 i ett tvaminuters
intervall.

(a) Beriikna sannolikheten att det kommer in exakt 2 samtal under en tvaminutersperiod.
(b) Berikna sannolikheten att det kommer in minst 2 samtal under en tvaminutersperiod.
Loésning
Lat ¢ vara antal inkommande telefonsamtal pa ett tvaminutersintervall.

(a) Sannolikheten att det kommer in exakt 2 samtal under en tvaminutersperiod
2

ir P((=2)=¢e3" % =0.224.

(b) Sannolikheten att det kommer in minst 2 samtal under en tvaminutersperiod
ar I

1.1.4 Indikatorvariabel

Ex 8 I ett spel gar det ut pa att fa flest podng. Det gar till sa att tva eller fler
kastar tdrning. Man far 1 poédng for tdrningspoéngen 1 eller 4 och noll poéng
for ovriga traningspoing (2,3,5,6).

Vi infér héndelsen/méngden A = {1,4} och saledes A = {2,3,5,6}. Som sto-
kastisk variabel infor vi en indikatorvariabel, som Z = Z4. Den skall vara sadan
att den antar virdet 1, om utfallet hamnar i A och 0, om utfallet hamnar i A°.

3 2 (8)

Definition 3 En speciell stokastisk variabel &r indikatorvariabeln Z = T4
. Denna variabel antar bara tva viarden: Z = 1 eller 0 med sannolikheten p for
vérdet 1, d.v.s. P(Z = 1) = p och séledes maste

PZ=0)=1-p.
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Kommentarer

e Man kan se indikatorvariabeln som en variabel som beskriver lyckat (1)
med sannolikheten p och misslyckat (0) med sannolikheten 1 — p.

1.1.5 * Summor av indikatorvariabler

Lat 7y, Is, ...,Z, vara n oberonde likafordelade indikatorvariabler. Vi skall be-
skriva fordelningen
3T
k=1

Den kan anta alla heltalsvirden mellan 0 och n. Vad &r sannolikheten att £ = k
for ett £ =0,1,2,3,...,n7?

Losning

Det betyder att k stycken antar vérdet 1 och &vriga n — k antar vérdet 0. En
sadan sekvens har sannolikheten

PI=1NT,=0N..NT, =1)

Med precis k ettor och n — k nollor. P.g.a. oberoende och att vi har snitt (och)

far vi

p.(]_—p).m.p:pk(lip)nfk

n

for en sekvens med k ettor. Det finns sadana sekvenser (med k ettor).

Sannolikheten P(§ = k) dr alltsa

RS
=N
N~

PlE=k) = <Z)pk(1—p)"_k, k=0,1,2,....n (9)

Vi verifierar att totala sannolikheten ar 1:

) (Z)pk(l —p)" =+ 1-p)"=1"=1
k=0
1.2 Nagra vantevirden

Ex 9

e Vinteviirde for £ € Bin(n,p)
For n = 10 ober. och identiska delférsok &r sannolikheten for att lyckas,
40%.

Man borde ”i genomsnitt” lyckas i 4 av delférsoken alltsa i 10-0.4 = 4
delforsck. Intuitivt dr, med £ antal lyckade delférsok av n = 10,

E()=n-p.

Att direkt berdkna F(), vintevérdet, dr att berikna summan

S (Ya .

z=0
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e Vintevirdet for Hyp(N,n,p) = n - p, alltsa samma som for binomialférd.

e Vintevérdet for geometrisk fordelning &r (sétt £ € Geo(p))
- _ 1
=Y e (1-p)p=—.

=0

e Vintevirdet for Poissonfordelning dr (sitt £ € Po()))

:Ef):ix e )\m i:}: e - A" 7)\2 - AT : =A
=0

! ! CL‘—l



