Komplexa tal 2015

Komplexa tal dr en konstruktion av tva reella tal och en symbol j av typen z = a + jb, som lyder de vanliga
raknelagarna, tex den distributiva lagen, den associativa lagen osv. med det viktiga tilldgget att

For ovrigt kan jb uppfattas som "j gdnger b".

Exempel
Bestdm zyz, om z; =2+j5 och z, =4-j6.

LOsning

712y =(2+j5)(4-j6)=2-4-2-j-6+j-5-4—j2-5-6 = 8—j12+j20—(~1)-30 =38 + 8

[ uttrycket z =a+ jb kallas a det komplexa talets realdel och b det komplexa talets talets imagindrdel
Detta skrives Rez = aresp. Imz = b.

Observera att realdelen och imagindrdelen éar rella tal!

Om z = a + jb Kkallas talet z = a - jb komplexkonjugatet till z och betecknas Z .

Exempel

w Z e o
Bestim —2 med z, och z, enligt foregdende exempel.

Z
Losning
zZy A—j6 . . , (2-j5)4—-j6) 8—jl2—j20+j%-30 —22—j32
—= =—~— =(forldng med komplexkonjugatet )= = = =
o e ot med Komplexkoniusatet) =y ) T e a- 29

_22-j32 22 .32

29 29 / 29

Har sdg vi i ndmnaren exempel pd att z-Zz dr ett reellt tal. Detta galler allméant ty

z=a+jb = Z~Z=(a+jb)(a—jb)=a2 —(jb)2 =a? —(—bz)zaz +b?
Eulers formel

. u . . o X - .
Om vi anvinder Taylorutvecklingen av funktionen e* = Z—' kan vi definiera denna funktion med
n!

k=0
komplext argument enligt
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Men hir kan vi identifiera realdelen som Taylorutvecklingen for cosx och imagindrdelen som
Taylorutvecklingen for sinx.
Darfor ar det rimligt att gora foljande definition:

i Detta samband kallas Eulers formel.

e’ = cosx + jsinx




Exempel

Uttryck funktionerna sinx och cosx med hjélp av exponentialfunktioner.

Losning

x — isi X 4 o —
e =cosx+jsinx . e +e7 =2cosx
Eulers formel ger { ¢ / , sd att { ¢

e * = cosx — jsinx

COSX = %(ei" + e""‘)
Detta ger att Viktiga samband!!

. 1(; _i
sinx :?(e”‘ —e

Om vi utvidgar lagarna for exponentialfunktioner till att gilla 4ven for komplexa variabler far vi

cosnx + jsinnx = /™ = (cosx + jsinx)" , dvs

(cosx + jsinx)" = cosnx + jsinnx

Detta samband kallas de Moivres formel.

Det komplexa talplanet

Eftersom komplexa tal har tvd "komponenter" kan varje punkt
i det reella talplanet identifieras med ett komplext tal, varvid
vi far det komplexa talplanet.

x- och y-axlarna overgar da till att vara realaxel resp.
imagindraxel, se fig.

Punkten (x,y) i planet identifieras alltsa med det komplexa
talet z =x + jy italplanet.
Detta satt att ange det komplexa talet kallas rektanguldr form.

Denna geometriska tolkning ger dessutom ett nytt sitt att
representera komplexa tal, namligen poldr form.

Eftersom x =rcos¢ och y =rsin¢ kan det komplexa talet z
skrivas som z=rcos@+ jrsing=r(cosg+jsing), vilket med
Eulers formel blir

Har ar r=|z]=/x* +y? det komplexa talets absolutbelopp

och ¢ dess argument for vilket géller tang = Y
X

e — e = 2jsinx
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Detta gor att foljande galler for argumentet ¢

arctan £ x>0 y>0 1:akvadranten
180° - arctan|] x<0 y>0 2:akvadranten
argz=¢= X
arctan|Z{—180° x<0 y<0 3:ekvadranten
—arctan|? x>0 y<0 4:ekvadranten

eller om man sa vill

arctan £ x>0
180° - arctan(? x<0 y>0 2:akvadranten
argz=@= x
arctan|2{—180° x<0 y<0 3:ekvadranten
X
Exempel

Skriv z =6-¢/140° pa rektanguldr form.
Losning

Eulers formel ger z =6-cos140° + j6-sin140° = — 4,60 + j3,36

Exempel
Skriv z = -3+ j4 pa poldr form.

LOsning

r=v3%+42 =5 , 2:a kvadranten = @ =180° —arctan

%‘ = 9=1269",sdatt z=5.¢/120"
Exempel

Skriv z = -12- j5 pa polar form.

Losning

—j157,4°

r=+(12+(57 =13, 3:e kvadranten = @=-180° +arctan_—152‘ = @=-1574",sdatt z=13¢

Komplexa tal multipliceras eller divideras lattast om de &r skrivna pé poldr form.

Exempel

Lat z; =3+j4 och z; =2-j2. Bestdm z; -z, och a
Z

Losning

Skriv om pé poldr form.
2 =503z =224 = 2,83.7745

2y-2y = 5.3 24274 = 5.04/2 . £I5313 T4 Z 141 Q531345 14707813 _ 144 j2

5313 e B
a_ s =593 17709813 _ 0254175

Zp 22774 22




Omskrivningar med Eulers formel

Ibland kan det vara lampligt att skriva om uttryck med Eulers formel.

Exempel

Skriv x(t)=2sint+4cos2t som en summa av exponentialfunktioner.
Losning
Enlig Eulers formel kan vi skriva
; 2 (i —jr), 4 (et —jat Gt aomjt L A j2t A —j2t jOO° it | j90° —jt | 2t | A —j2t
x(t):251nt+4c052t:?e —e T e =gl e +20/% 4 2e7TH = PPV LIt g oY eIt L0l L 0e 7T =
]

_ _ej(t+9()°) + e—j(t—‘)()") 202 L e i2t

eller
. 2 (it —jt), 4t , -jot 0t st L n 2t L A2t _ —jO0° it | jO0°  —jt | j2t L A —j2t
X(t)=251nt+4C052t=7€ —e +3€ +e =—jel" +je " +2¢/7 +2e =e el +e”t et 4 2e07 +2e =
]

_ ei(t—Q()°)+e—i(t—9()°)+2€j2t e

Exempel

Skriv ¢/*” +1 som en produkt.

Losning
: Skriv om varje term O I
k7 4= . _] =¢ 2.¢ 2+¢ 2.¢ 2=|Brytute 2 |=¢ 2-l¢ 2+e 2 |=
som lamplig produkt

Eulers 3 T k= T
= =e 2.2.cosk==2¢ 2cosk=

formel 2 2
Exempel

Skriv e/K08% _ /K0T som en produkt.

Losning
Medelvardet Eul
) . . . . ulers ;
e;k0,87r 4 €+1k0,47r =|av0,80ch0,44r0,6 |= €1k0,67r ) (e]kO,Zﬂ' _ e—]kO,Zﬂ') — |:f 1:| — elk0,67r -2jsink0,27 =
. orme
Bryt dérfor ut e/k%67

=12j- /067 sinko,27 .

Har kan vi dock skriva j pa polar form, sa att

iz jk(”+0 6ﬂ)
. . IS . o . i .
2j- /K067 in k0,27 = 2¢" 2 - /%007 sink0,27 = 2¢ \2 sink0,27 = 2¢/X117 sin k0,27

Exempel
Skriv e/X08% 4 ¢7/K127 som en produkt.
Losning

—ik2ﬂ):

; i Observera att . > . , . . )
e]k0,87r s jk1,27 _ _ €1k0,82 I jk27z+jk0,87 _ €]k0,87r +e jk2rx .€]k0,8ﬂ' — e]k0,87r(1+€
-1,2=-2+0,3!

_ ejkO,Sﬂ (1 + l) _ 26jk0,87r



Nagot om komplexvarda funktioner

Vi kommer i fortsittningen att stota pa komplexvirda funktioner av typen x(t)= A/ dir A, k och @ dr
konstanter. Vid derivering och integrering av dessa med avseende pa tidvariabeln f kan vi betrakta dven den
imagindra enheten j som en konstant.

Alltsa

_:A.jkw.eik“’t
dt

och
1) ty t,

J‘ (it = J‘ Aot =| 4L giker | T _ A [jker]e o A (pjker, _ ket
: : jka jka v jko

1 1

Exempel
. dx . jkat 1s j200t
Bestim E=A~;ka)~e da x(t)=25-e
Losning
i(200t+£J

T
% = 25.j200 - ¢/200 — j5000. 2%t = /2 5000 ¢/2°0f = 5000. ¢

Exempel

0,03
Bestam jx(t)dt di x(t)=10-¢/1007
0,01

Losning

0,025 0,025 0,025

. . . 025 . .
J'x(t)dtz lee’lOO"tdt: 10— L. gitooat —10-—L . [room POz 1 (pj2sz i)
1007 vor 1007 T

0,01 0,01

T T
i(2ﬂ'+£j ) , iz ; 4 P
1 2) _n :L.[e,zﬂ'ezz_(_l) L jer)= Lt J2oet J2.e

j107 j107 jl07z jlor  * 107

Exempel

1 T
Z
Bestim v[x(t)elz dt for x(t) enligt figuren nedan.
0

2 x(0)

vy




0 t<0
x(t)={2 0<t<05 =
0 t>0,5
1 T 0,5 T 1 T 0,5 ¥4 ¥4
j=t jot j=t =t =t
J-x(t)~e 2 dt= .[2-6 2 dt+ .[O-e 2.dt= .[2~e 2 dt= 2~Lﬂ_~e 2
0 0 0,5 0 iz

Zos5 %o 3
:i-[elz _2 :_i~ J4 1
Iz 2



Ovningar

I uppgifterna nedan 4r vinkelenheten radianer om inget annat anges.
k ar en heltalsvariabel.

Lat z; =2+j3 och 2z, =-3+j4 iuppgifterna 1 - 3.

0N

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Bestim z; och Z,.

Bestdim z; och z, poldr form.

Bestaim a. z;+z; b. z;—-z, ¢ z1+zy; d. z;-zp (poldr form)

e. A (rektanguldr form).
Z

S5+ jk

—-4+j7

Bestam k sa att z = blir ett reellt tal.

Lat z; = 4¢3%" och 7, =6e7 45 uppgifterna 5 - 7.

Bestam z; och z,.
Bestdim z; och z, rektanguldr form.
Bestdam zy-z, och z1+2,.
Skriv, med hjilp av Eulers formel, x(t)=2sin 10t +5cos 30t som en summa av exponentialfunktioner.
Skriv, med hjilp av Eulers formel, x(t)= 3sin of —5cos 2wt + 4sin 4@t som en summa av
exponentialfunktioner.
Skriv x(t)= (—++16) -/ b3 polir form.
Skriv om x(t)=(3+j4)- /100 4 (3-j4)- ¢ 1% som en reell trigonometrisk funktion.
v T .3z kr

Bestim e/” e_]§ , elE , 617 , 617 (k = heltal)

T N
Bestim je "6, (j+1)e 3 pé polér form.

1 k=0,4,8,...
K= | k=1,59,..
Visaatt ¢ © = -1 k=2,6,10,...
-j k=3,7,11,..

o T o T
. jk= jk— T
Visa att 1+¢ 2 =2-¢ 4-coskz

,kﬁ )ﬁ
Visa att 1-¢ 2 =-2-

j(k+2 oz
e 4 .sink—
4

) wZe
Skriv —/ e’ 4 pa rektangulir form.

1-jkrz
0,01

Bestam I x(t)dt da x(t)=2-¢/07
-0,01




Svar

1. 7;=2-j3 Z,=-3-j4

2. 2+j3= V136503 34 jd= 5¢/126:9°

3. a. -1+j7 b. 5+j7 ¢ -1-j d. 325¢77%% e 0,239-j0,680
4. k=-875

5. 21 = 467]30 22 = 46’45

6 6
6. z;=243+j2 Zy = — j—
1 ] 270 I,—Z
6 6
7. zy-zy =24co0s15° —j24sin15° =23,2-j6,21 Z1+ 29 =243+ —=+j| 2—-—
122 ] ] 1122 B [ ,—2]

3 X(t):%(ejlot_e—jlot)+%( j30t+e—j30t):_iej10t+ie—j10t+2’5€j30t+2’56—j30t _
]

— _plO0" 10t | jO0°  =jI0t +2’5€/’(30t+90 )+2’56—/’(30t—90 ) _ ej(10t+90 )+e—/’(10t—90 )+2’56j30t +2,5¢7130t

eller

X(t):%(€j10t_e—j10t)+%( j30t+€—j30t):_]-€j10t+]~€—j10t+2,5€j30t+2,5€—j30t _
]

= 90" GJ10E | 90" =10t +2’5€1(30t+90 )+2’5671(30t790 ): e](lOt—QO )+ef;(10t790 )+2’5€130t +2,5¢7130t

Y e

= —1,5]'6’“ + 1,5]'6_"“ —2,5¢/2@ _3 507720 _ 2j€i4“’t + 2je‘i4“’t =
=-1,5- e 1,5€i900 LeTjet 2,5672“ - 2,56_j2“’t PR AL S, VYO R AL

—-15 ei(a)t+90° ) +15 e—j(a)t—QO“) _25¢/20t _ 3 507120K _ ei(4wt+90°) +2 e—](4wt—90°)

10. ()= j 00t _ j(=8~6) o100t _ (6-78) o100t _ 10e7%%! o100t _ O,Ie"(lOOt_53'lﬂ)
(~8+56) 8% +6° 100 100 e
1. x(t)= 3+ 4) /10 4 (3 j4). ¢ T/100t — 5. ISH o100t | 5omjS3I" p=f100E _
. . ; -) | Eulers
_5.0il0006530) 5. pmjioorsar) =52 cos(100t + 53,1°)= 10cos(100t + 53,1°)
formel e
12. o7 =1
i3 1 A3
e 3==—-j—
2 2
5
e2=j
3%
e 2=-j
_,'ﬁ iﬁ _,'ﬁ j(ﬁ—ﬁ) jﬁ _jﬁ iﬁ _izl j(ﬁ—ﬁj _isl
13. je 6 =2 6=¢\2 6/ =¢3 (j+1)e 3 =y2.e4.e 3 =y2.e\* 3 =Joe 12
14.
v T Va T Va v
S S S S I K
15. l+e 2=¢ 4.l 44¢ 4 |=¢ 4.2.coskZ=2e 4cosk%

o T W T .kﬂ' kﬂ' Ikﬂ' I.ﬂ' Ikﬂ'
. LT L S o gk, o
16. l-e 2=¢ 4|e 4-¢ 4|=¢ 4[—2]~smk2j:—216 4]~smk2=—26 2.e 4sme:



17.

2%
=-2¢ 4.¢

j
1-jkz@

1

1+ k2t

i34 jk+2)%

T

asinkZ=_2.¢ 4 sink %
4 4

JKGt_ i+ jka) G j—ka

T, . T
= cosk—t+]sink—tj=
1+k%z2 1+k%22 [ 4 4

—kzcoskZt—sin k£t+j[cos klt—kﬂsinkltj
4 4 4 4




