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1. Laplacetransform (rep.)
2. Invers Laplacetransform

3. Losning av differentiala ekvationer
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Exempel

Rita f(t). Bestam Laplacetransform av f(t):

f(t) = 3[u(t-2) — u(t-3)]



Laplacetranstform av vanliga funktioner

Name A1) F(s)
Impulse 5(t)={ bz=0 !
0 >0
1
Step u(t) =1t >0 s
1
Ramp f(t)=t Pl
Exponential f(t)=e" / :
] S—a
Sinus~ /(¢) = sin(ex) T .o
> +s
Cosinus J(#) = cos(wr) /4 \\/ 2 - 2
w’ +s
Monomial t"u(r) i
o Sn+1 !
e 1" u(t) (s+a



Laplacetransform: egenskaper

Addition/skalning af(t)+bg(t) < a F(s)r b G(s )‘
Tidskirt LI f(t-a)u(t-a)]=e " F(s)
Ghipiing Le™ f@)=F(s+a)
TidsDifferentiering: ["f; 5’ )= sF(s)= £(0)

(generelt) LLf™(1)]=s"F(s)- is”‘ff“‘”m)
TidsIntegrering: L Z F(t)dt |= é F(s)




Invers Laplacetransform



Invers Laplacetranstform

x() =— fo X (s)e’ds

| praktiken anvands dock inte denna formel.

Vi kommer istallet trana oss pa att genom omskrivningarkdnna igen
(utifran kanda egenskaper och elementara transformer) vilken
funktion som har en viss given Laplacetransform.



Invers Laplacetransform: sa funkar det

EX. F(5)= : =
(s) -2 f(t)="?

2

Fran tabell avlaser vi att 9)
——
)

Tillsammans med rakneregel
e” f(t) — F(s-2)

far vi da att

1
f(t)=§t282t 120



Partialbraksuppdelning

Att skriva om ett rationellt uttryck som summan av sa enkla
rationella uttryck som maijligt

3 2 -
. — 2 1
T+ x “E+O=x+

F(s) =
(s 2+ 1 — 2 r—1 xz+4+2

Hur kommer vi fram till dess?

Steg 1: genomfor en polynomdivision med rest

Detta galler om taljarens gradtal ar minst lika stor som namnarens

4+l —r+5 T+ 9D
- =2+ — .
z? 4z — 2 T2+ — 2




Partialbraksuppdelning

Steg 2: faktorisera namnaren sa langt som det gar

Vi loser andragradsekvationen
r’+2—2=(z—1)(z+2)

Steg 3: ansattning T+ 9 a_ b
(z—1)(z+2) z—-1 z+2

z+5=(a+bxz+ (2a—1b)

a+b =1 o
Steg 4:ready to LT
>4+ z2—z45 2 1
=+ -

2+ 1 — 2 z—1 xz+2



Partialbraksuppdelning

Distinkta reella rotter
forstagradsfaktorer

_96(S+5)(S+12)_Cl+ b c

F(s) +
S(s+8)(s+6) s (s+8) (s+6)

Distinkta reella rotter
multipel-gradsfaktorer

F(s) = —3s+1 __a 4 b
(s+1) (s+1) s+1
Distinkta komplexa rotter
F(s) = 100(s + 3) a., bx+c

(5+6)(s>+65+25) s (5 +65+25)



Exempel

Bestim invers Laplacetransform av F(s):

a) o1
Fls)= s(s+1)°
b) F(s) = 10(s+3)

s* +25



Losning av ODE med
Laplacetransform

ODE: ordinar differentialekvation



Hela poingen med (Fourier/Laplace) transformer

Relativ enkelt
----- >

I
Integral 1‘ : Invers
transform 1 v transform
I .
svart
Original Solution to

problem _ Original problem



Losning av ODE med LT: sa funkar det (1)

YV(@)=-3y'@®)+2y(t)=t, t=0
{ 1(0)=0,y'(0) =1

Laplacetransformering av bada led i ekvationen ger

(s2Y(s) = sy(0) = »'(0)) = 3(sY (5) - y(0)) + 2Y (s) = L2
S

Anvander vi begynnelsevillkoren och |6ser ut Y(s) sa far vi
s?+1

Y =
) S2(S2 -35+2)




Losning av ODE med LT: sa funkar det (2)

Partialbraksuppdelning ger sedan att

s? +1 3] 2 5
+ —_—

Y(s)= = +
s*(s?=3s+2) 45 2s° s-1 4(s-2)

och med hjalp av vara tabeller finner vi att

3 1 5
f)=—+—t-2¢ +=e*
() 243 1

Entydighetssatsen ger att detta ar losningen for 1 =0



Exempel: System av differentialekvationer (1)

k, k, ks "
000 my | oo m, | oo mx; (t)=-kyx;+k,(x, —x;)
Jomd (0= ko 4k (o -
x,(¢) X, (0) | Xy (1) = —ky (x5 —x1) = k3x,

Antag att m;=m, =k, =k, =k; =1 och att
% (0)=—1,x,(0)=0,x,(0) =1, x,(0) = 0

Laplacetransformering ger
s X () +5=X,(s)=2X,(s)
S2X2(S)—S = X,(5)-2X5(s)




Exempel: System av differentialekvationer (2)

Léser vi detta ekvationssystem m.a.p. X, (s)och.x,(s) sa far vi

— S och S
X, (s) = >
s +3 s +3

X, (s) =

Med hjalp av vara tabeller avlaser vi sedan att
X, () =- cos(\/gt) och x,(f)= cos(\/gz‘)

Vilket alltsa ar l6sningarna pa systemet for ¢ =



Laplacetranstorm i Matlab

Exempel

Use Matlab to find the transform of f (t) — te_4t

Matlabkod

syms L,S
laplace(t™exp(-47*t),t,s)
ans =

1/(s+4)"2



InversLaplacetranstorm i Matlab

Exempel

Use Matlab to find the inverse transform of

F(s) = s(s+6)

(s+3)(s2 +65+18)

Matlabkod

syms S t
ilaplace(s*(s+6)/((s+3)*(s"2+6*s+18)))

ans =
-exp(-3*t)+2 *exp(-3*t) *cos(3 *t)



Lasa pa...

Pedagogiska videor som forklarar Laplacetransformen

Annu mer pedagogiska videor som forklarar niistan hela kursen:

https://www.youtube.com/playlist?1ist=PL41692B571DD0AF9B



